Bending of composite beams with asymmetrical cross-section by Berkopec, Simon
 UNIVERZA V LJUBLJANI 

























































Ljubljana, avgust 2019 
 
 UNIVERZA V LJUBLJANI 

































































Za pomoč ter vse nasvete in ideje pri izdelavi diplomske naloge se zahvaljujem mentorju 
























Ključne besede: kompozitni nosilec 
 nesimetričen prerez 
 napetostne razmere 









Kompozitni nosilci nam precej znižajo maso nosilne konstrukcije ob enaki ali celo izboljšani 
nosilnosti. Najpogosteje uporabljena oblika je enkrat simetrična kompozitna konstukcija. V 
diplomski nalogi smo obravnavali napetostno-deformacijska stanja v nosilcih z nesimetrično 
kompozitnim prečnim prerezom, kar pomeni, da je prečni prerez nesimetričen. 
V prvem delu diplomske naloge je predstavljen pristop k reševanju enkrat simetričnih 
kompozitnih nosilcev. V drugem delu smo izpeljali teorijo za obravnavo nesimetričnega 
kompozitnega prečnega prereza. Pravilnost izračunov  smo preverili s primerjavo rezultatov 
izotropnega čistega upogiba ter enkrat simetričnega čistega upogiba. Z enako metodo smo  
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Composite beams greatly reduce the mass of the supporting structure with the same or even 
improved load capacity. The most commonly used form is a symmetric composite structure. 
In this work we dealt with stress-strain states in beams with an asymmetrical composite 
cross-section. 
The first chapter presents the approach to solving single symmetric composite beams. In the 
second part, we deduced theory for solving beams of an asymmetric composite cross-section, 
and verified our method for solving and results by comparing them to the results of an 
isotropic pure bending and single symmetric pure bending. We applied the same method to 
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Seznam uporabljenih simbolov 
Oznaka Enota Pomen 
   
A mm2 površina 
E MPa Modul elastičnosti 
x mm razdalja 
M Nmm moment 
e mm razdalja 
I mm4 vztrajnostni moment 
ds / diferencialno majhen del 
k / označena točka 
m / označena točka 
n / označena točka 
𝜎  MPa
 napetost 
𝛶 /  
𝑑𝜃  kot 
𝜀 / specifična deformacija 
a mm  
𝛥𝑇 °C sprememba temperature 
y / oznaka y osi 
z / oznaka z osi 
h mm višina 
b mm širina 
F N sila 
  kot zasuka 
 
Indeksi   
   
cel celotni   
xx x smer  
yy y smer  
zz z smer  
T težišče  
max maksimalen  










1.1. Ozadje problema 
V diplomski nalogi bomo obravnavali kompozitne nosilce oziroma nosilce, ki so sestavljeni 
iz več kot enega materiala. Predvsem nas bo zanimal način preračuna nosilcev, ki nimajo 




V delu bomo obravnavali napetostno-deformacijska stanja v nosilcih z nesimetrično 
kompozitnim prečnim prerezom. Mehanske lastnosti se nezvezno spreminjajo po prečnem 
prerezu, vzdolž osi nosilca pa so konstantne. Nosilec bomo upogibno obremenili in pri tem 
upoštevali le normalne napetosti v smeri pravokotno na prečni prerez nosilca. 
 
Pri reševanju problema bomo zanemarili torzijske napetosti oziroma bomo predpostavili, da 
zunanja obremenitev deluje v strižnem središču. V tem primeru torzijske napetosti ne 
nastopajo. 
 
Glavni cilj naloge je izpeljati in dokazati teorijo za reševanje nosilcev nesimetrično 









2. Teoretične osnove in pregled literature 
2.1. Opis kompozitnih nosilcev 
Teoretične osnove in izpeljave se v celoti sklicujejo na vir [1]. 
Glavna značilnost kompozitnih nosilcev je, da so narejeni iz več kot enega materiala. Primeri 
takšnih nosilcev so: 
‐ bimetalni nosilci, 
‐ s plastiko prevlečene cevi, 
‐ leseni nosilci, ojačani s kovinskimi ploščami itd. 
 
Običajno se uporabljajo z namenom zmanjšati težo in prihraniti pri materialu, na primer: 
»sendvič« nosilci se redno uporabljajo v letalski in vesoljski tehniki, pri smučeh, vratih ... 
 
V prihodnosti bo kompozitnih materialov vse več predvsem zaradi razvoja polimerov in 
njihove široke možnosti uporabe, zato lahko pričakujemo tudi razvoj uporabe kompozitnih 
nosilcev na še več področjih. 
 
Pri letalski tehniki porabljeni materiali obdržijo svojo strukturo in se ne zmešajo en z drugim. 
Skupaj tvorijo »hibridni« material, ki ima izboljšane lastnosti. Pogosto mednje spadajo 
steklena in karbonska vlakna v različnih »matričnih« strukturah. 
 
PREDNOSTI: 
‐ zmanjšanje teže, 
‐ močnejša struktura, 
‐ povišana učinkovitost, 
‐ manjši učinek utrujanja materiala, 
‐ boljša vzdržljivost kot pogosto uporabljen aluminij. 
 
SLABOSTI: 
‐ težje odkrijemo napake strukture (ne razpoka), 
‐ v primeru poškodb so stroški popravil visoki, 
‐ občutljivost na visoke temperature, 
‐ visoka prva investicija. 
 




2.1.1. Prerez tipičnega kompozitnega nosilca 
Tipična »sendvič konstrukcija« je sestavljena iz dveh tankih plasti iz visokotrdnostnega 
materiala (npr. kovine), ki sta ločeni z debelo sredico iz lahkega, nizkotrdnostnega materiala. 
 
Glavni namen takih nosilcev je predvsem zmanjšati težo brez prevelikih izgub nosilnosti. 
 
 
Slika 2.1: Prerez kompozitnega nosilca in napetosti  
𝐸1, 𝐸2 ≫ 𝐸3 (2.1) 
Plasti z modulom elastičnosti E1 in E2 imata podobno funkcijo kot pasnici pri I-profilu.  
 
Sredica z modulom elastičnosti E2 pa služi kot podpora zunanjima plastema in preprečuje 
njuno gibanje in uklanjanje. Za sredico se uporabljajo razne plastične mase in pene iz 
umetnih mas. 
 
Ta kompozitni nosilec lahko prikažemo tudi kot I-profil, prikazan na sliki 2.2, če 
upoštevamo pravila metode transformacije. 




Slika 2.2: I-profil kot kompozitni nosilec 
2.2. Napetostno-deformacijsko stanje v nosilcih 
Pri računanju napetostno-deformacijskega stanja v nosilcu bomo začeli z enostavnim 
primerom. Najprej bomo pogledali razmere v nosilcu iz enega materiala, nato bomo dodali 
še plast iz drugega materiala, v katerem bo prerez nosilca še vedno simetričen. Z 
razumevanjem razmer v enostavnih primerih pa bomo nato poizkusiti izpeljati teorijo še za 
naš dejanski problem – nosilec s kompozitnim nesimetričnim prečnim prerezom. 
2.2.1. Euler-Bernoullijeva hipoteza 
Pri določanju napetostno-deformacijskih razmerij v nosilcu bomo že na začetku 
predpostavili, da velja Euler-Bernoullijeva hipoteza, ki razlaga obnašanje aksialno 
obremenjenih nosilcev. 
 
Za hipotezo veljata 2 trditvi: 
1. Ravni prečni prerezi nosilca, ki so pravokotni glede na vzdolžno os x pred 
deformiranjem, ostanejo ravni in pravokotni glede na vzdolžno os tudi po 
deformiranju. 
2. Deformacijski koti so majhni. 





Slika 2.3: Začetno (zgoraj) in deformirano (spodaj) stanje nosilca. 
Rezultat te hipoteze je podan kot Euler-Bernullijeva enačba, ki smo jo poimenovali tudi kot 








Leva stran enačbe (2.2) nam predstavlja drugi odvod vrednosti upogiba nosilca na razdalji 
x, ki je odvisen od momenta na enaki razdalji, Youngovega modula (modula elastičnosti) ter 
vztrajnostnega momenta prereza. 
 
Če bi želeli izvedeti dejansko vrednost upogiba na neki razdalji, bi morali zgornjo enačbo  
dvakrat integrirati po x in z robnimi pogoji določiti neznani konstanti, ki bi ju dobili zaradi 
integriranja. 
2.3. Napetostno-deformacijske razmere v nosilcu iz 
enega  materiala 
Za prvi primer si bomo ogledali napetostno-deformacijske razmere v nosilcu iz enega 
materiala zaradi vpliva notranje osne sile in notranjega upogibnega momenta – nosilec se bo 
zaradi takšnih obremenitev upognil in raztegnil. 




Slika 2.4: Nosilec iz enega materiala in nevtralna os. 
V nosilcu smo na sliki 2.4 določili opazovani del »ds« in ga opisali s pomembnimi točkami, 
ki jih bomo v nadaljevanju opazovali med deformacijo. 
𝑦1𝑑𝑠 = 𝑘?̅? = 𝑚𝑛̅̅ ̅̅ = 𝑝𝑟̅̅ ̅ (2.3) 
 
Slika 2.5: Deformirano stanje in nevtralna os.  
 
Na sliki 2.5 nam simbol »ρ« predstavlja radij ukrivljenosti nevtralne osi. 
𝑑𝑠 = 𝑘?̅? = 𝑘′𝑙′ (2.4) 
𝑑𝑠 =  𝜌 ∙ 𝑑𝜃 (2.5) 













Sedaj gledamo le vlakno p-r in zapišemo izraz za specifično deformacijo: 
𝜀xx =  
















Do konca izpeljemo še končno enačbo (2.9), ki nam kaže odvisnost deformacije od radija 
ukrivljenosti, razdalje koordinatnega sistema do nevtralne osi v y-smeri ter razdalje od 
koordinatnega sistema do opazovane točke: 





Enoti a in 𝜌 sta konstanti za posamezen primer. Razmerje med njima pa predstavlja normalno 
specifično deformacijo 𝜀0 v smeri x pri y = 0 (ker je y spremenljivka). 




In še zapisana specifična deformacija: 









[𝜎xx −  𝛶(𝜎yy+𝜎zz)] + 𝛼 ∙ 𝛥𝑇 (2.12) 
 
 
E  – modul elastičnosti 
𝛶   – Poissonov količnik 
𝛼𝛥𝑇   – deformacija zaradi spremembe temperature (mi jo bomo zanemarili) 
𝜎𝑦𝑦, 𝜎𝑧𝑧  – napetosti, obe enaki 0 
 
Hookov zakon povezuje modul elastičnosti, deformacije in napetosti, kot je razvidno iz  









Če iz enačbe (2.13) izpostavimo napetosti in vstavimo izpeljane deformacije, dobimo 
končno enačbo za napetosti po prerezu v kompozitnem nosilcu: 
𝜎xx = 𝐸 (𝜀0 −
𝑦
𝜌





V enačbi (2.14) nastopajo dve neznanki (radij ukrivljenosti 𝜌 in razdalja a), za kateri 
potrebujemo dva robna pogoja. Do zdaj so vse enačbe veljale v poljubnem koordinatnem 
sistemu. 
 
2.3.1. Iskanje robnih pogojev 
Ker imamo dve neznanki, potrebujemo tudi dva robna pogoja za rešitev problema. Na  sliki 
2.6 je prikazan nosilec in potek notranjih sil in momentov glede na usmeritev koordinatnega 
sistema.  
V mehaniki velja, da lahko za vsak diferencialno majhen del prereza oziroma za vsako točko 
določimo tudi napetosti. 
 
 
Slika 2.6: Potek N-T-M v nosilcu. 
 
Za iskanje prvega robnega pogoja bomo izhajali iz enačbe za notranjo osno silo N. Prvi pogoj 
pravi, da je notranja osna sila enaka integralu napetosti po prerezu, kot je prikazano v enačbi 
(2.15). 









Za drugi robni pogoj bomo izhajali iz enačbe za notranji moment. Tokrat pa trdimo, da je 
moment enak integralu zmnožka napetosti in razdalje po prerezu, kar je prikazano v enačbi 
(2.16). 




2.3.1.1. Reševanje prvega robnega pogoja 
Če gledamo enačbo (2.15), lahko napetost zapišemo tudi kot v enačbi (2.14) in enačbo 
uredimo: 






= 𝐸 ∙ 𝜀0 ∙ 𝑎 − 
𝐸
𝜌





Koordinatni sistem smo postavili v težišče prereza, iz tega pa sledi, da je integral y po 
ploščini A enak 0. Tako dobimo enačbo za notranjo osno silo: 
𝑁 =  𝐸 ∙ 𝜀0 ∙ 𝑎 (2.18) 
 
 
Slika 2.7: Prikaz razdalj od KS do težišča. 
 
Če bi bilo težišče lika postavljeno stran od koordinatnega sistema, bi razdaljo razdelili na y- 
in z-smer ter jih zapisali z integralom kot v enačbah (2.19) in (2.20): 
 







= 0 (2.19) 
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= 0 (2.20) 
Mi smo se odločili, da bomo koordinatni sitem postavili v težišče prereza, zato so razdalje 











Tako nam je prvi robni pogoj dal rešitev za 𝜀0. 
 
2.3.1.2. Reševanje drugega robnega pogoja 
Za drugi robni pogoj prepišemo enačbo (2.16). 














V enačbi (2.22) opazimo, da nam integral v bistvu predstavlja vztrajnostni moment okoli z- 
osi. 





Z zapisom vztrajnostnega momenta dobimo končno obliko enačbe. 













UGOTOVITEV:  Na radij ukrivljenosti vpliva le moment, ne pa tudi osna sila! 
 
 
S kombiniranjem enačb (2.21) in (2.25) dobimo izraz za razdaljo od koordinatnega sistema 
do nevtralne osi. 













2.3.1.3. Določitev predznaka ukrivljenosti in radija ukrivljenosti 




Slika 2.8: Radiji ukrivljenosti. 
Na sliki 2.9 je prikazano, kakšen je predznak ukrivljenosi glede na deformacijo prereza. 
 




Nadaljujemo z napetostjo. 
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 𝑦) (2.27) 






 𝑦 (2.28) 
 
Enačba (2.27) normalne napetosti velja, ko je nosilec iz enega materiala in je x-os tudi 
težiščna os. 
 
2.4. Napetostno-deformacijske razmere v dvoplastnem 
nosilcu 
Po istem postopku bomo izpeljali tudi razmere v dvoplastnem nosilcu, pri katerem je vsaka 
plast iz drugega materiala. 
 
Slika 2.10: Dvoplastni nosilec. 
Koordinatni sistem x-y smo določili kot poljuben. Razdalje e1 in e2 nam označujejo razdalje 
med težiščnima osema obeh delov prereza in x-osjo koordinatnega sistema. Oznaka a pa 
nam predstavlja razdaljo med (predvideno) nevtralno osjo in x-osjo koordinatnega sistema. 
∫ 𝑦1 ∙ 𝑑𝐴1
 
A1
= 0 (2.29) 




∫ 𝑦2 ∙ 𝑑𝐴2
 
A2
= 0 (2.30) 
Z integriranjem po površini za vsak del prereza posebej dobimo izraza za 𝑦1 in 𝑦2. 
𝑦1 = 𝑦 + 𝑒1 (2.31) 
𝑦2 = 𝑦 + 𝑒2 (2.32) 
In izpostavimo y: 
𝑦 = 𝑦1 − 𝑒1 (2.33) 
𝑦 = 𝑦2 − 𝑒2 (2.34) 
 
Če nosilec obremenimo tako, kot v prvem primeru, nadaljujemo z izpeljavo. Deformirano 
stanje je prikazano na sliki 2.11. 
 
Slika 2.11: Deformiran dvoplastni nosilec 
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Deformacije po nevtralni osi so vedno enake nič. 
𝜀xx = 0 (2.35) 
 
Drugače pa velja za deformirano os x poljubnega koordinatnega sistema, kar smo zapisali v 
enačbi (2.36). 





Poglejmo še točki k in l pred deformacijo in po njej. 
𝑘?̅? = 𝑘′𝑙′ (2.37) 
Ne glede na to, koliko je različnih plasti, vedno nastopa v primeru kompozitnega nosilca s 
simetričnim prerezom le ena nevtralna os in le dve neznanki - 𝜌 in a. 
 
Za izračun napetosti  zopet zapišemo enačbo (2.14): 
𝜎xx = 𝐸 (
𝑎 − 𝑦
𝜌





Zgornjo enačbo moramo le še prilagoditi za vsak posamezni material. 
 
1) za prvi material: 




2) za drugi material: 




2.4.1. Reševanje neznank z robnimi pogoji 
Če pogledamo, od česa je odvisna napetost v posameznem materialu, opazimo dve neznanki, 
kar od nas zahteva tudi dva robna pogoja za rešitev problema. 
 
2.4.1.1. Prvi robni pogoj  
Notranja osna sila je enaka integralu napetosti po površini, kar je zapisano z enačbo 2.41. 








Namesto napetosti lahko vstavimo prej izpeljan izraz iz enačbe 2.38, integrirati pa moramo 
po dveh delih – površinah obeh materialov. 
 














V izraz vstavimo že prej izpeljana izraza za y iz enačb (2.33) in (2.34). 
 













𝑁 =  𝐸1𝜀0𝐴1 −
𝐸1
𝜌

















Izraz za notranjo osno silo le še do konca integriramo in uredimo. 
 







𝑁 = 𝜀0(𝐸1𝐴1+ 𝐸2𝐴2) −
1
𝜌
(𝐸2𝐴2𝑒2 − 𝐸1𝐴1𝑒1) (2.46) 
 
Ta 2 dela enačbe (2.46) lahko v prihodnje označimo tudi drugače kot konstante. 
𝐼E0 = 𝐸1𝐴1+ 𝐸2𝐴2 (2.47) 
𝐼E1 = 𝐸2𝐴2𝑒2 − 𝐸1𝐴1𝑒1 (2.48) 
2.4.1.2. Drugi robni pogoj 
Moment je enak integralu zmnožka napetosti in y-ročice po površini. 




Integriramo zopet po površinah obeh materialov. 
(2.49) 
Teoretične osnove in pregled literature 
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𝑀 = ∫ 𝐸1  (𝜀0 −
𝑦1 −  𝑒1
𝜌
) (𝑦1 − 𝑒1)𝑑𝐴1
 
A1 
+ ∫ 𝐸2  (𝜀0 −
𝑦2 −  𝑒2
𝜌









2𝐴1) + 𝐸2(𝐼2 + 𝑒2
2𝐴2)] (2.51) 
 
Zopet lahko dva dela enačbe (2.51) v prihodnje označimo tudi drugače kot konstante. 
𝐼E1 = 𝐸2𝐴2𝑒2 − 𝐸1𝐴1𝑒1 (2.52) 
𝐼E2 = 𝐸1(𝐼1 + 𝑒1
2𝐴1) + 𝐸2(𝐼2 + 𝑒2
2𝐴2) (2.53) 
 
Vztrajnostna momenta I prvega in drugega dela prereza glede na os z1 in z2 dobimo po 
naslednjih enačbah, ki sta standardni za pravokotne prereze: 
 



















Sedaj skrajšano zapišemo obe glavni enačbi za notranjo osno silo in moment: 
𝑁 = 𝜀0 ∙ 𝐼E0 −
1
𝜌
∙ 𝐼E1 (2.56) 
𝑀 = 𝜀0 ∙ 𝐼E1 −
1
𝜌
∙ 𝐼E2 (2.57) 
Iz obeh enačb izpostavimo 𝜀0 in 𝜌. 
𝜀0 =
𝑁 ∙ 𝐼E2 − 𝑁 ∙ 𝐼E1








𝑀 ∙ 𝐼E0 − 𝑁 ∙ 𝐼E1
𝐼E0 ∙ 𝐼E2 − 𝐼E1
2  (2.59) 
 




Enačbi (2.58) in (2.59) povežemo in tako definiramo tudi razdaljo a od koordinatnega 
sistema do nevtralne osi. 
 
𝑎 = −
𝑀 ∙ 𝐼E1 − 𝑁 ∙ 𝐼E2




Če imamo dvoplastni nosilec in ga obremenimo na nateg, se bo vseeno ukrivil – to vidimo 
zaradi notranje osne sile N v izrazih, ker vpliva tako na 𝜀0 kot tudi na radij ukrivljenosti. 
 
Če želimo popisati napetosti po prerezu za vsako točko, moramo le še definirati osnovne 




3. Kompozitni nosilci z nesimetričnim 
prerezom 
V predhodnem poglavju smo obravnavali enostavno rešljive nosilce, predvsem zaradi 
simetrije prereza. V nadaljevanju bomo izpeljali teorijo za nosilce nesimetrično kompozitnih 
prečnih prerezov. Splošni primer takega nosilca je predstavljen na sliki 3.1. 
 
 
Slika 3.1: Kompozitni nosilec z nesimetričnim prerezom 
Pri računanju napetostno-deformacijskih razmer v nosilcu bomo že na začetku zanemarili 
torzijske napetosti. Tako nas bodo zanimale predvsem in le upogibne napetosti. 
  




3.1. Definicija enačb za napetosti 
Podobno, kot smo začeli v drugem poglavju, bomo tudi tokrat najprej izpeljali napetostne 
enačbe za vsako točko na prerezu. Tokrat je naša nova predpostavka kot 𝛼 oziroma kot 
zasuka koordinatnega sistema, prikazan na sliki 3.1. Nadaljujemo z izpeljavo napetostnih 
enačb. 
 
Zapišemo izraza za yT in zT: 
𝑦T = 𝑦 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑧 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 (3.1) 
𝑧T = 𝑧 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝑦 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 (3.2) 





Nadaljujemo z izpeljavo izrazov za y in z. 
|
𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛼
−𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼








| = 𝑧T 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑦𝑇 𝑠𝑖𝑛 𝛼 ⇒ 𝑧 = 𝑦T 𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝑧T 𝑐𝑜𝑠 𝛼 (3.6) 
 




(𝑎 − 𝑦T ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑧T ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼)= 𝜀0 +
1
𝜌
(𝑧T ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − 𝑦T ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼) (3.7) 
V enačbi (3.7) lahko 𝜀xx izrazimo z napetostjo in modulom elastičnosti. Tako izpeljemo 
enačbi za napetost za posamezni material: 
𝜎xx1 = 𝐸1 ∙ [𝜀0 +
1
𝜌
(𝑧T ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − 𝑦T ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼)] (3.8) 
σxx2 = E2 ∙ [ε0 +
1
ρ
(zT ∙ sin α − yT ∙ cos α)] (3.9) 
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V vsaki od enačb (3.8) in (3.9) moramo upoštevati po dva pogoja. 
𝑦T = 𝑦T1 + 𝑒y1 ;  𝑒y1<0 (3.10) 
𝑧T = 𝑧T1 + 𝑒z1;  𝑒z1>0 (3.11) 
yT = yT2 + ey2 ; ey2>0 (3.12) 
zT = zT2 + ez2;  ez2<0 (3.13) 
Za izpeljavo končnih napetostnih enačb moramo le še zamenjati yT in zT z zgoraj izpeljanimi 
izrazi: 
  σxx1 = E1 ∙ [ε0 +
1
ρ
((zT1 + ez1) ∙ sin α − (yT1 + ey1) ∙ cos α)] (3.14) 
𝜎xx2 = 𝐸2 ∙ [𝜀0 +
1
𝜌
((𝑧T2 + 𝑒z2) ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − (𝑦T2 + 𝑒y2) ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼)] (3.15) 
 
Če pogledamo enačbi za napetosti, vidimo, da v njih nastopajo tri neznanke, od katerih že 
poznamo 𝜌 ter 𝜀0. Nova neznanka v enačbah pa je 𝛼, ki nam predstavlja kot zasuka 
koordinatnega težišča zaradi nesimetričnosti prereza. 
Za izračun napetosti tako potrebujemo vrednosti treh neznank (𝜌, 𝜀0 in 𝛼), za kar 
potrebujemo tudi 3 enačbe, izpeljane iz treh robnih pogojev. 
3.2. Postavitev sistema enačb 
Da lahko postavimo sistem treh enačb in treh neznank, moramo definirati 3 robne pogoje. 
N=0            ⇒       ∫ σxx 
 
A
dA = 0 (3.16) 
MyT = 0    ⇒      ∫ σxx zT
 
A




𝑦𝑇𝑑𝐴 = 𝑀𝑧𝑇 (3.18) 
 




3.2.1. Prvi robni pogoj 
Notranje osne sile v nosilcu so enake 0. Iz tega sledi, da je tudi integral napetosti xx po 
površini prereza enak 0. 
N=0 ⇒ ∫ 𝜎𝑥x 
 
A
𝑑𝐴 = 0 (3.19) 
Iz tega lahko izpeljemo: 
𝐸1 ∫ [𝜀0 +
1
𝜌




+ 𝐸2 ∫ [𝜀0 +
1
𝜌















(𝑒z2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − 𝑒y2 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼)𝐴2 = 0 
(3.21) 
Če sedaj obrnemo vrstni red členov enačb in izpostavimo neznanke, lahko zapišemo prvo 
končno enačbo: 
 
(𝐸1𝐴1 + 𝐸2𝐴2) +  
𝑠𝑖𝑛 𝛼
𝜌
(𝐸1𝑒z1𝐴1 + 𝐸2𝑒z2𝐴2) −
𝑐𝑜𝑠 𝛼
𝜌
(𝐸1𝑒y1𝐴1 + 𝐸2𝑒y2𝐴2) = 0 (3.22) 
 
3.2.2. Drugi robni pogoj 
Moment okoli yt je enak 0. Moment  lahko zapišemo kot integral zmnožka napetosti in zt po 
površini. 
𝑀𝑦𝑇 = 0 ⇒ ∫ 𝜎xx 𝑧T
 
A
𝑑𝐴 = 0 (3.23) 
Tudi tokrat moramo integrirati po vsakem delu prereza posebej. 
∫ 𝐸1 [𝜀0 +
1
𝜌




+ ∫ 𝐸2 [𝜀0 +
1
𝜌
((𝑧T2 + 𝑒z2) ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − (𝑦T2 + 𝑒y2) ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼)] (𝑧T2
 
A2
+ 𝑒z2) 𝑑𝐴2 = 0 
(3.24) 
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2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − (𝑦T1 + 𝑒y1)(𝑧T1 + 𝑒z1)
 
A1
∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼)] 𝑑𝐴1




2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − (𝑦T2
 
A2







1𝐴1) ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 +
𝐸1
𝜌




 (𝐼yT2 + 𝑒z
2








Zopet z izpostavljanjem neznank dobimo drugo končno enačbo: 











[𝐸1 (𝐼𝑦𝑇1𝑧𝑇1 + 𝑒𝑦1𝑒𝑧1𝐴1) + 𝐸2 (𝐼𝑦𝑇2𝑧𝑇2 + 𝑒𝑦2𝑒𝑧2𝐴2)] = 0 
(3.27) 
 
3.2.3. Tretji robni pogoj 
Za tretji robni pogoj pa velja, da je zmnožek napetosti in 𝑦𝑇, integriran po površini prereza, 




𝑦𝑇𝑑𝐴 = 𝑀𝑧𝑇 (3.28) 
Tudi tokrat integral razčlenimo na 2 dela: 
∫ 𝐸1 [𝜀0 +
1
𝜌




+ ∫ 𝐸2 [𝜀0 +
1
𝜌
((𝑧T2 + 𝑒z2) ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − (𝑦T2 + 𝑒y2) ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼)] (𝑦T2
 
A2
+ 𝑒z2) 𝑑𝐴2 = 𝑀zT 
(3.29) 




𝐸1 ∫ [𝜀0(𝑦T1 + ez1) +
1
𝜌
((𝑧T1 + 𝑒z1) ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − (𝑦T1 + 𝑒y1)




+ 𝐸2 ∫ [𝜀0(𝑦T1 + 𝑒z1) +
1
𝜌
((𝑧T2 + 𝑒z2)(𝑦T2 + 𝑒y2) ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼
 
A2
− (𝑦T2 + 𝑒y2)





 (𝐼yT1zT1+𝑒y1𝑒z1𝐴1) ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 −
𝐸1
𝜌
 (𝐼zT1 + 𝑒z
2










𝐴1) ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 = 𝑀zT 
(3.31) 
 









[𝐸1 (𝐼zT1 + 𝑒y
2
1
𝐴1) + 𝐸2 (𝐼zT2 + 𝑒y
2
2
𝐴2)] = 𝑀zT 
(3.32) 
3.3. Reševanje sistema treh enačb 
Ko imamo izpeljane 3 enačbe, moramo le še rešiti sistem 3 enačb in 3 neznank. V našem 
primeru bi bilo to prezahtevno za analitično reševanje, zato bomo nadaljevali z numeričnim 
reševanjem v Matlabu.  
 
Slika 3.2: Nesimetričen prerez kompozitnega nosilca. 
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Sistem enačb iz prejšnjega poglavja je izpeljan tako, da velja za vsak nosilec, ki ima dve 
plasti. Šele na tej točki reševanja bomo definirali njegovo dejansko geometrijo. 
 


























































Seveda za reševanje potrebujemo še dejanske podatke za nalogo in primer nosilca, saj z 
numeričnim reševanjem kot rezultat dobimo številske vrednosti. Odločili smo se za 
reševanje na primeru konzolnega nosilca z aksialno obremenitvijo na razdalji L=2000 mm, 
ki predstavlja dolžino nosilca. Vrednost sile F = 75 N 
 
 
Slika 3.3: Konzolno vpet nosilec z aksialno obremenitvijo. 
Kar nas v bistvu najbolj zanima, je notranji moment v nosilcu. Na sliki 3.3 smo prikazali, da 
bo maksimalni moment v podpori, njegovo vrednost pa bomo izračunali v nadaljevanju. 
 
Naredimo navidezni prerez nosilca in izberemo eno stran. Mi bomo rezali iz desne strani, 
prikazano na sliki 3.4. 
 
 
Slika 3.4: Prerez nosilca in N-T-M 
Če pogledamo sliko 3.4, lahko zapišemo enačbo za notranji moment v nosilcu. 
𝑀(𝑥) =  −𝐹 ∙ 𝑥 (3.45) 
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𝑀𝑚𝑎𝑥(𝑥 = 𝐿) =  −𝐹 ∙ 𝐿 = 75N ∙ 200mm = 15000 Nmm (3.46) 
Rešili bomo tri različne primere, različne tako po geometriji kot tudi po modulih elastičnosti. 
Uporabljeni moment smo dobili iz zgoraj izračunanega primera konzolno vpetega nosilca. 
 
Preglednica 3.1: Podatki za reševanje primerov v nadaljevanju 
OZNAKE ENOTE 1. PRIMER 2. PRIMER 3. PRIMER 
E1 [MPa] 200000 200000 200000 
E2 [MPa] 15000 200000 15000 
E3 [MPa] / / 200000 
h [mm] 20 20 20 
b [mm] 10 10 10 
Mzt [Nmm] 15000 15000 15000 
 
 
Prvi primer zajema naš osnovni problem. Drugi primer bomo uporabili zato, da preverimo 
pravilnost naših enačb. Tretjega pa bomo uporabili v naslednjem poglavju in poizkusili rešiti 
nosilec s prerezom, ki ima več kot 2 plasti oz. dela. 
 
3.4. Prvi primer 
Sedaj imamo definirano vse potrebno za reševanje sistema treh enačb in treh neznank. To 
smo storili v Matlabu in dobili naslednje rezultate. 
 
Preglednica 3.2: Vrednosti neznank za prvi primer 
REZULTATI 1. PRIMER 
NEZNANKE ENOTE REŠITEV 1 REŠITEV 2 
ε0 [/] 0,00019505 0,00019505 
ρ [mm] -13198,00204 13198,00204 
α [°] 25,8561 205,8561 
 
 
Več rešitev smo dobili zaradi izrazov za sinus in cosinus, saj gre za ponavljajoči funkciji, ki 
imata neskončno mnogo rešitev (od  minus neskončno do plus neskončno). Kot pravo rešitev 
smo izbrali rešitev 1, saj je pomembno, da je kot alfa ostri kot in po absolutni vrednosti 
manjši od 90 stopinj.  
 




To lahko potrdimo tudi zaradi delovanja momenta, ki nosilec deformira navzdol, zato mora 
biti radij ukrivljenosti negativen. 
3.4.1. Napetosti v prvem primeru 
Ko imamo izračunane vse neznanke za posamezen primer, lahko računamo še napetosti za 
vsako točko v prerezu.  
 
Za računanje napetosti v prvem primeru se moramo vrniti nazaj k začetku izpeljav in zapisati 
enačbi (3.14) in (3.15). 
𝜎xx1 = 𝐸1 ∙ [𝜀0 +
1
𝜌
((𝑧T1 + 𝑒z1) ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − (𝑦T1 + 𝑒y1) ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼)] (3.47) 
𝜎xx2 = 𝐸2 ∙ [𝜀0 +
1
𝜌
((𝑧T2 + 𝑒z2) ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − (𝑦T2 + 𝑒y2) ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼)] (3.48) 
 
Sedaj lahko v enačbi vstavimo izračunane neznanke, 𝑧T1, 𝑧T2, 𝑦T1 in 𝑦T2 pa predstavljajo 
razdalje do točk, za katere želimo izračunati napetosti. Za prikaz napetosti smo se odločili, 
da na prerezu označimo za nas zanimive točke in zanje izračunamo vrednosti napetosti. 
 
Izbrane točke, ki nas zanimajo, smo prikazali na sliki 3.5. 
 
 
Slika 3.5: Izbrane točke za napetosti 
Poleg zgoraj navedenih točk bomo za potrditev pravilnosti enačb uporabili še dodatno točko, 
ki bo ležala na nevtralni osi, v kateri morajo biti napetosti enake nič. 
Kompozitni nosilci z nesimetričnim prerezom 
 
29 
Vse potrebne razdalje točk smo prikazali v naslednji tabeli: 
 
Preglednica 3.3: Razdalje od koordinatnega težišča do opazovanih točk 
Točke 
Št. yt [mm] zt [mm] 
T1 -10 -5 
T2 -10 0 
T3 -10 5 
T4 -5 0 
T5 0 0 
T6 0 2,5 
T7 0 5 
T8 10 5 
T9 10 0 
T10 10 -5 
T11 0 -5 
T12 -5 2,5 
T13 1,6667 -0,8333 
T14 -2,8603 0 
 
 
Razdaljo do nevtralne osi (T14) lahko izrazimo po naslednji enačbi: 
𝑎 = 𝜀0 ∙ 𝜌 = −2,574 mm (3.49) 
Enačba (3.49) nam predstavlja pravokotno razdaljo od središča koordinatnega sistema do 
nevtralne osi, zato moramo z uporabo kotnih funkcij izračunati še razdaljo do nevtralne osi 




= −2,8603 mm (3.50) 
 
Razdalja v z-smeri je enaka 0, saj leži točka T14 na y-osi koordinatnega sistema. 
 
Če sedaj uporabimo enačbe (3.14) in (3.15) za napetosti in pri tem pazimo na pravilne 
module elastičnosti – saj sta v 1. točki lahko tudi dve različni napetosti, torej 2 različna 








Preglednica 3.4: Izračunane napetosti v posameznih točkah 
TOČKE 𝜎xx1 [MPa] 𝜎xx2 [MPa] 
T1 -4,8259 -4,8259 
T2 -97,3730 -7,3030 
T3 -130,4012 -130,4012 
T4 -29,1814 -2,1886 
T5 39,0101 2,9258 
T6 22,4960 1,6872 
T7 5,9819 0,4486 
T8 10,6774 10,6774 
T9 13,1545 13,1545 
T10 15,6316 15,6316 
T11 5,4029 5,4029 
T12 -45,6955 -45,6955 
T13 5,04340 5,0434 
T14 0,0005 0,0005 
 
 
Kot vidimo, po rezultatih sodeč, je v T14 (točki na nevtralni osi) res napetost skoraj 0, 
odstopanje nastopi predvsem zaradi vseh zaokroževanj med računanjem. Lepo lahko vidimo 
tudi preskoke napetosti v točkah, ki so na stičiščih obeh materialov. 
 
3.5. Drugi primer 
Pomen drugega primera je  preverjanje pravilnosti samih enačb in reševanja. Ideja je, da 
enačimo modula elastičnosti E1 = E2 in nato izračunamo napetostno-deformacijsko stanje. Z 
enačenjem obeh modulov v bistvu računamo navadni nosilec s kvadratnim prerezom. 
 
Izračunane napetosti po naši teoriji in izpeljavah bomo primerjali z izračunanimi napetostmi 
po standardnem postopku oziroma enačbi (3.51). Če so vse naše predpostavke pravilne, bi 





Preglednica 3.5: Vrednosti neznank za drugi primer 
NEZNANKE ENOTE REŠITEV 1 REŠITEV 2 
ε0 [/] 0 0 
ρ [mm] -88888,889 88888,889 
α [°] 0 180 
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Kot smo pričakovali, je izračunan kot zasuka v tem primeru ničen oziroma meri 180 stopinj, 
zaradi česar imamo tudi 2 različna predznaka pri vrednosti radija ukrivljenosti. ε0 je enak 0, 
kar kaže na to, da imamo čisto normalen upogib. Zopet izberemo rešitev 1 zaradi predznaka 
radija ukrivljenosti. 
3.5.1. Napetosti v drugem primeru 
Glavna predpostavka je, da bodo napetosti v posameznih točkah v obeh primerih reševanja 
enake, kar bi pomenilo pravilnost naše teorije in izpeljav. 
 
Slika 3.6: Opazovane točke na prerezu za drugi primer 
3.5.1.1. Izpeljana teorija in enačbe 
Najprej bomo izračunali napetosti po novi izpeljani teoriji – prepišemo enačbi (3.14) in 
(3.15). 
𝜎xx1 = 𝐸1 ∙ [𝜀0 +
1
𝜌
((𝑧T1 + 𝑒z1) ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − (𝑦T1 + 𝑒y1) ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼)] (3.52) 
𝜎xx2 = 𝐸2 ∙ [𝜀0 +
1
𝜌
((𝑧T2 + 𝑒z2) ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − (𝑦T2 + 𝑒y2) ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼)] (3.53) 
Vstavimo vrednosti neznank kota zasuka in 𝛼 in 𝜀0 in uredimo izraza. 
𝜎xx1 = 𝐸1 ∙ [
1
𝜌
(−(𝑦T1 + 𝑒y1) ∙ 1)] (3.54) 
𝜎xx2 = 𝐸2 ∙ [
1
𝜌
(−(𝑦T2 + 𝑒y2) ∙ 1)] (3.55) 





Vrednosti 𝑦T1 in 𝑦T2 nam predstavljajo razdalji od težišča posameznega dela prereza do 
opazovane točke. Razdalji 𝑒y1 in 𝑒y2 imamo že zapisani v enačbah (3.33) in (3.35). 
 
Prikazali bomo primer izračuna napetosti v točki 1, vse ostale rezultate pa bomo podali v 
preglednici 3.6. 
 
𝜎xx1 = 𝐸1 ∙ [
1
𝜌
(−(𝑦T1 + 𝑒y1) ∙ 1)] =
= 200000𝑀𝑃𝑎 ∙ [
1
−88888,889mm
(−(−5mm − 5mm) ∙ 1)] =
= 22,5 MPa 
(3.56) 
𝜎xx2 = 𝐸2 ∙ [
1
𝜌
(−(𝑦T2 + 𝑒y2) ∙ 1)] =
= 200000MPa ∙ [
1
−88888,889mm
(−(−5mm − 5mm) ∙ 1)] =
= 22,5 MPa 
(3.57) 
Obe napetosti sta enaki zaradi enakega modula elastičnosti. Sedaj lahko prikažemo še 
rezultate za ostale opazovane točke. 
Preglednica 3.6: Izračunane napetosti za drugi primer 
Točke yt [mm] 𝜎xx1 [MPa] 𝜎xx2 [MPa] 
T1 -10 -22,5 -22,5 
T2 -5 -11,25 -11,25 
T3 0 0 0 
T4 5 11,25 11,25 
T5 10 22,5 22,5 
 
 
3.5.1.2. Konstanten prerez nosilca 
Ker smo z enačenjem obeh modulov ustvarili kvadratni prerez iz enega materiala, lahko 
napetosti izračunamo še po bolj standardnem postopku. Ponovno bomo prikazali izračun za 

















∙ (−10𝑚𝑚) = 22,5 MPa 
 (3.59) 
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Preglednica 3.7: Izračunane napetosti za drugi primer po standardnem postopku 
Točke yt [mm] 𝜎𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡.𝑝𝑟. [mm] 
T1 -10 -22,5 
T2 -5 -11,25 
T3 0 0 
T4 5 11,25 




3.5.2. Prikaz rezultatov in potrditev pravilnosti enačb 
Če sedaj združimo rezultate obeh postopkov v preglednici 3.8, vidimo, da so identični. S tem 
lahko rečemo, da naše izpeljane enačbe in teorija reševanja delujejo in so pravilne. 
 
Preglednica 3.8: Primerjava rezultatov po obeh postopkih za drugi primer 
Točke yt [mm] 𝜎xx1 [MPa] 𝜎xx2 [MPa] 𝜎𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡.𝑝𝑟. [mm] 
T1 -10 -22,5 -22,5 -22,5 
T2 -5 -11,25 -11,25 -11,25 
T3 0 0 0 0 
T4 5 11,25 11,25 11,25 









4. Nosilci iz več kot dveh materialov 
V tretjem primeru bomo z izpeljano teorijo izračunali napetosti v nosilcu s kompozitnim 
prečnim prerezom, ki ima 3 plasti oziroma dele. S tem se želimo prepričati, ali naša teorija 
velja tudi za več delov in ali lahko naše enačbe zares zapišemo kot splošne. To bomo 
preverili tako, da bomo enačili modula elastičnosti materialov 1 in 3 in rezultate preverili še 
s standardnim postopkom iz drugega poglavja. Podatke o geometriji in materialih dobimo v 
preglednici 3.1. 
 
4.1. Reševanje novega problema 
Če se vrnemo v izpeljevanje enačb iz prejšnjega poglavja, predvidimo, da moramo le še 
integrirati po površini tretjega dela prereza A. Znova zapišemo vse tri glavne enačbe, vendar 
tokrat v vsako dodamo še člene za tretji material. 
𝜀0(𝐸1𝐴1 + 𝐸2𝐴2 + 𝐸3𝐴3) + 
𝑠𝑖𝑛 𝛼
𝜌




(𝐸1𝑒y1𝐴1 + 𝐸2𝑒y2𝐴2 + 𝐸3𝑒y3𝐴3) = 0 
(4.1) 














[𝐸1 (𝐼yT1zT1 + 𝑒y1𝑒z1𝐴1) + 𝐸2 (𝐼yT2zT2 + 𝑒y2𝑒z2𝐴2)
+ 𝐸3 (𝐼yT3zT3 + 𝑒y3𝑒z3𝐴3)] = 0 
(4.2) 













[𝐸1 (𝐼𝑧𝑇1 + 𝑒𝑦
2
1
𝐴1) + 𝐸2 (𝐼𝑧𝑇2 + 𝑒𝑦
2
2







4.2. Dimenzije prereza in njegovih delov 
Vse simbole iz zgornjih treh enačb (razen neznank) bomo zapisali le z višino h in širino b. 



































𝐼yT1zT1 = 0 (4.12) 




















𝐼yT3zT3 =  0 (4.18) 
In še površine posameznih delov nosilca: 
 










Slika 4.1: Prerez kompozitnega nosilca s 3 plastmi. 




4.3. Reševanje sistema in napetosti 
4.3.1. Reševanje neznank 
V preglednici 4.1 so prikazane vrednosti neznank, izračunanih z Matlabom. 
Preglednica 4.1: Vrednosti neznank za tretji primer 
NEZNANKE ENOTE REŠITEV 1 REŠITEV 2 
ε0 [/] 0,0002024931590 0,0002024931590 
ρ [mm] -21246,770 21246,770 
α [°] 0 180 
 
 
Že takoj vidimo, da je dobljeni kot α = 0°  pravilen (drugo poglavje – teorija), saj smo 
namenoma vzeli takšen primer, da zaradi enakosti modulov elastičnosti E1=E3 praktično 
izgleda kot navaden primer nosilca simetričnega prereza. 
 
Preveriti moramo še neznanki RO in EPS0 oziroma izračunati napetosti in jih primerjati z 
napetostmi iz postopka s predavanj. 
 
4.3.2. Napetosti po novi teoriji 
Enačbi za napetosti ostajata enaki, dodali pa smo jima še tretjo enačbo za tretji del materiala. 
 
𝜎xx1 = 𝐸1 ∙ [𝜀0 +
1
𝜌
((𝑧T1 + 𝑒z1) ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − (𝑦T1 + 𝑒y1) ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼)] (4.21) 
𝜎xx2 = 𝐸2 ∙ [𝜀0 +
1
𝜌
((𝑧T2 + 𝑒z2) ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − (𝑦T2 + 𝑒y2) ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼)] (4.22) 
𝜎xx3 = 𝐸3 ∙ [𝜀0 +
1
𝜌
((𝑧T3 + 𝑒z3) ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − (𝑦T3 + 𝑒y3) ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼)] (4.23) 






Izpostavimo razdaljo do nevtralne osi (a). 
𝑎 = 𝜀0 ∙ 𝜌 = 0,002025 ∙ (−2124,677mm) = −4,3023 mm (4.25) 
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Sedaj vemo tudi, kje se bo nahajala nevtralna os, kjer bodo napetosti enake nič. V enačbe za 
napetosti vstavimo vrednosti neznank in jih poenostavimo: 
 
𝜎xx1 = 𝐸1 ∙ [𝜀0 −
1
𝜌
(𝑦T1 + 𝑒y1) ∙ 1)] (4.26) 
𝜎xx2 = 𝐸2 ∙ [𝜀0 −
1
𝜌
(𝑦T2 + 𝑒y2) ∙ 1)] (4.27) 
𝜎xx3 = 𝐸3 ∙ [𝜀0 −
1
𝜌
(𝑦T3 + 𝑒y3) ∙ 1)] (4.28) 
 
Opazovane točke ležijo na y-osi koordinatnega sistema (glej sliko 4.1), njihove razdalje do 
koordinatnega sistema in napetosti v teh točkah pa so prikazane v preglednici 4.2.  
 
Preglednica 4.2: Izračunane napetosti za tretji primer 
Točke yt [mm] 𝜎xx1 [MPa] 𝜎xx2 [MPa] 𝜎xx3 [MPa] 
T1 -10 -53,6333232 -53,6333232 -53,6333232 
T2 -5 -6,567345701 -6,567345701 -6,567345701 
T3 0 40,49839099 3,037379324 40,49839099 
T4 5 6,567327636 6,567327636 6,567327636 
T5 10 10,09727595 10,09727595 10,09727595 
 
 
4.3.3. Napetosti po metodi s predavanj 
Za primerjavo in potrditev rezultatov bomo enak primer rešili s pomočjo predavanj, ki so 
predstavljena v drugem poglavju. Na začetku izračunamo vrednosti konstant: 
 
𝐼E0 = 𝐸1𝐴1+ 𝐸2𝐴2 = 21500000 N 
 
(4.29) 
𝐼E1 = 𝐸2𝐴2𝑒2 − 𝐸1𝐴1𝑒1 = 200000000 Nmm (4.30) 
𝐼E2 = 𝐸1(𝐼1 + 𝑒1
2𝐴1) + 𝐸2(𝐼2 + 𝑒2
2𝐴2) = 2179166667 Nmm
2 (4.31) 
 





Slika 4.2: Navaden primer dvoplastnega kompozitnega nosilca 
 
Po konstantah izračunamo še radij ukrivljenosti (𝜌) in razdaljo (a) od koordinatnega sistema 





𝐼E0 ∙ 𝐼E2 − 𝐼E1




= −9,3023 mm (4.33) 
Razdalja, izračunana v enačbi (4.33), se razlikuje od razdalje, izračunane po naši teoriji, in 
sicer za 5 milimetrov. Teh 5 milimetrov predstavlja ravno razdaljo, za katero smo premaknili 
glavni koordinatni sistem v težišče spodnjega dela prereza, kar vidimo na sliki 4.2. Če to 
upoštevamo, vidimo, da je nevtralna os v obeh primerih na istem mestu.  
 
Kar nam ostane, je še izračun dejanskih napetosti v istih točkah kot v podpoglavju 4.3.2. 
𝜎xx1 = E1  (
a − y
ρ
) = 200000MPa ∙ (
−9,3023mm − 5mm
−2124,677mm
) = 100,973 MPa (4.44) 
Z enačbo 4.44 smo prikazali tudi izračun za točko 1, za vse ostale pa smo rezultate podali v    
preglednici 4.3. 
 
Nosilci iz več kot dveh materialov 
 
41 
Preglednica 4.3: Izračunane napetosti za tretji primer po konvencionalnem postopku 
Točke yt [mm] 𝜎xx1 [MPa] 𝜎xx2 [MPa] 
T1 5 10,09727595 10,09727595 
T2 0 6,567327636 6,567327636 
T3 -5 40,49839099 3,037379324 
T4 -10 -6,567586499 -6,567586499 
T5 -15 -53,63356399 -53,63356399 
 
Po primerjavi rezultatov v obeh primerih reševanja lahko rečemo, da naša teorija res drži, 
saj so vrednosti vseh napetosti enake. 
4.4. Splošne enačbe za reševanje 
Dokazali smo, da izpeljana teorija drži tudi za nosilce iz več delov in materialov. Sledi zapis 
























































n𝐴n)] = 𝑀𝑧𝑇 
(4.47) 
Z uporabo te teorije lahko rešujemo še tako abstraktne primere z večjim številom sestavnih 









5. Aplikacija metode na praktičen primer 
V praksi se lahko srečamo tudi s povsem simetričnim primerom, ki ga prikazuje slika 5.1, 
ki ga ne moremo izračunati po postopkih s predavanj. Prerez je simetričen in sestavljen iz 5 
delov. Vsi štirje deli v kotih prereza (glej sliko 5.1) imajo enak modul elastičnosti. Z 
izpeljanimi enačbami je mogoče ta primer zares rešiti, kar bomo dokazali v nadaljevanju. 
 
Slika 5.1: Simetričen kompozitni nosilec iz 5 delov. 




5.1. Geometrija prereza in materiali 
Definiramo razdalje od središča koordinatnega sistema do posameznega dela prereza: 















      𝑒z4 = −
3
8







𝑏 ,          𝑒𝑦5 =  
3
8
ℎ    (5.5) 
 





















𝐼yT1zT1 = 0 (5.7) 








𝐼yT2zT2 = 𝐼yT3zT3 = 𝐼yT4zT4 = 𝐼yT5zT5 =  0 (5.10) 
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Vsi podatki za reševanje primera so prikazani v preglednici 5.1. 
 
Preglednica 5.1: Podatki za reševanje primera 
PODATKI ENOTE VREDNOST 
E1 [MPa] 15000 
E2 [MPa] 200000 
E3 [MPa] 200000 
E4 [MPa] 200000 
E5 [MPa] 200000 
h [mm] 20 
b [mm] 20 
Mzt [Nmm] 15000 
 
5.2. Reševanje sistema in napetosti 
Za sistem treh enačb bomo uporabili splošne izpeljane enačbe (4.45), (4.46) ter (4.47) in jih 
le prilagodili za kompozitni nosilec iz 5 delov. Zaradi nepreglednega zapisa tako dolgih 





































𝐼yTnzTn + 𝑒yn𝑒zn𝐴n)] = 0 
(5.14) 





















5.2.1. Reševanje neznank 




Reševanje sistema treh enačb in treh neznank ostaja nespremenjeno. Načeloma bi lahko te 
enačbe uporabili za prereze iz neskončno mnogo delov različnih geometrij. Edini pogoj za 
uspešno reševanje je, da znamo geometrije prereza res popisati. 
 
Vrednosti izračunanih neznank so prikazane v preglednici 5.2. 
Preglednica 5.2: Vrednosti neznank za četrti primer 
NEZNANKE ENOTE REŠITEV 1 REŠITEV 2 
ε0 [/] 0 0 
ρ [mm] -89861,111 89861,111 
α [°] 0 180 
 
 
Po pričakovanjih sodeč zaradi simetrije prereza ni zasuka koordinatnega sistema, opazimo 
pa tudi, da je ε0 enaka 0. 
 
5.2.2. Izračun napetosti 
Ostane nam še izračun napetosti, za katerega bomo uporabili osnovno enačbo (3.14). 
 
𝜎xxi = 𝐸i ∙ [𝜀0 +
1
𝜌
((𝑧Ti + 𝑒zi) ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 − (𝑦Ti + 𝑒yi) ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼)] (5.16) 
 





∙ [−(𝑦Ti + 𝑒yi) ∙ 1)] (5.17) 
 
Pred izračunom definiramo še opazovane točke: 
 




Slika 5.2: Prerez z označenimi opazovanimi točkami 
Če pogledamo enačbo za izračun napetosti, vidimo, da ne potrebuje razdalje do opazovanih 
točk v smeri z. Iz tega lahko razberemo, da se napetosti po prerezu v z-smeri ne spreminjajo 
spreminjajo zaradi koordinate z, ampak zaradi modula elastičnosti. Tako bomo za izračun 
napetosti v točkah T2, T3, T4 in T5 uporabili le drug modul elastičnosti in razdaljo y. 
Preglednica 5.3: Razdalje do opazovanih točk v y-smeri 
TOČKE T1 T2 T3 T4 T5 
yt [mm] 0 -10 -5 5 10 
 
 






















∙ 20) =  383,49 𝑀𝑃𝑎 (5.19) 
 
Ostale izračunane napetosti smo prikazali v spodnji tabeli, v kateri lahko vidimo tudi preskok 
napetosti na stičišču obeh materialov. 
 
 




Preglednica 5.4: Izračunane napetosti za zadnji primer 
TOČKE 𝜎xxi [MPa] 𝜎xxi [MPa] 
T2 2,921 38,949 
T3 2,087 27,820 
T1 0 0 
T4 -2,087 -27,821 
T5 -2,921 -38,949 
 
 
Že na začetku reševanja primera smo predvidevali rezultate neznank in izgled napetosti 
oziroma preskokov. Takšnega primera z znanjem iz drugega poglavja nismo znali rešiti, na 
















Rezultati posameznega primera nam prikazujejo, kako nastopi preskok oziroma velika 
sprememba napetosti na meji dveh materialov. Tako imamo v isti točki lahko napetost več 
deset megapascalov glede na prvi material oziroma le nekaj megapascalov glede na drug 
material. 
 
V diplomskem delu nam glavni rezultat predstavljajo predvsem izpeljana teorija za nosilce 
kompozitnega nesimetričnega prečnega prereza, enačbe za napetosti in sistem enačb, s 
katerim iščemo neznanke. Ker smo pravilnost reševanja v delu večkrat potrdili, smo za konec 
vse enačbe zapisali tudi splošneje za i-število delov kompozitnega simetričnega ali 









Na začetku naloge smo obravnavali napetostno-deformacijske razmere v kompozitnih 
nosilcih z enkrat simetričnim prerezom. Namen tega poglavja je bil predvsem predstavitev 
načina razmišljanja pri reševanju takšnih problemov. 
 
V nadaljevanju pa smo poizkusili aplicirati enako logiko tudi na kompozitne nosilce z 
nesimetričnimi prečnimi prerezi. Najprej smo izpeljali enačbe za napetosti v nosilcu za 
poljubno točko in definirali tri nove neznanke – radij ukrivljenosti 𝜌, kot zasuka 
koordinatnega sistema 𝛼 in 𝜀0. Tako smo s tremi robnimi pogoji postavili sistem treh enačb 
za rešitev treh neznank. Sistem zaradi zahtevnosti ni rešljiv analitično, zato smo vsak primer 
reševali numerično v programu Matlab, ki nam je podal neskončno mnogo rešitev, mi pa 
smo izbrali le eno glede na začetno definicijo koordinatnega sistema in zasuka. Na koncu 
primera smo z vstavljanjem razdalj po x- in z-osi do opazovanih točk na prerezu le še 
izračunali napetosti. 
 
Pravilnost metode reševanja smo potrdili tako, da smo v drugem primeru obema materialoma 
določili isto vrednost modula elastičnosti (v bistvu smo ustvarili nosilec iz enega materiala) 
in izračunali napetosti po našem postopku za reševanje kompozitnih nosilcev ter po 
standardnem postopku za nosilec iz enega materiala. Ker so rezultati identični, lahko 
potrdimo pravilnost naših postopkov za reševanje kompozitnih nosilcev. 
 
Kot zadnje smo želeli preveriti idejo, da lahko po našem postopku rešujemo primere 
kompozitnih nosilcev tudi iz več kot dveh materialov, če lahko popišemo geometrijo prereza, 
kar se je s podobnim načinom, kot v drugem primeru, tudi potrdilo. Tako smo za konec 
zapisali sistem enačb in splošne enačbe za napetosti ter rešili še realen primer iz prakse, ki 
















V diplomskem delu smo se ukvarjali z nosilci nesimetričnih kompozitnih prečnih prerezov 
in napetostmi, ki se pojavijo pri obremenitvah. Tako smo: 
‐ prikazali način reševanja nosilcev s simetričnim kompozitnim prečnim prerezom, 
‐ izpeljali teorijo in enačbe za reševanje nosilcev z nesimetričnim kompozitnim prečnim 
prerezom, 
‐ opravili izračun napetosti za prvi primer in glavni problem, 
‐ potrdili pravilnosti enačb in teorije s primerjanjem rezultatov na primeru čistega upogiba, 
‐ prikazali uporabo enačb za nosilce iz več kot dveh delov, 
‐ izpeljano teorijo v zadnjem primeru aplicirali na praktičen primer. 
 
V delu smo našli način za računanje napetosti v nosilcih, ki imajo lahko še tako veliko število 
sestavnih delov prereza, znati moramo le popisati geometrijo prereza. Med celotno nalogo 
smo zanemarili torzijo in tako poenostavili reševanje. Za dejanski izračun napetosti oziroma 
natančnejši izračun vrednosti neznank pa se moramo poslužiti programske opreme za 
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